GRUNDWISSEN 11. KLASSE

EIGENSCHAFTEN VON FUNKTIONEN

‘ALLGEMEIN

Funktionen haben verschiedene Eigenschaften, die du am Funktionsterm
untersuchen kannst und die sich in der Form des Graphen widerspiegeln.

[FUNKTIONSKLASSEN|

Name Form des Funktionsterms Graph
‘ Gerade
. 3
2
Lineare Funktionen f(X) =mx+t /
-3 -2 1 2 3
1
-2
I3
Parabel
3
2
Quadratische w2 ;
Funktionen feg =ax® +bx+c
-2 -1 0 1 2
-1
-2
Potenzfunktionen f(x) =a-x" \ |/
-2 -1 1 2
-1
-2
8
6
— n n-1
Ganzrationale fo) = anx™ +ap_ox"7" + 4
Funktionen +a;x+a, i
“5-4-g-211 N)z 3 4
A' —4




Elementare
gebrochen-rationale
Funktionen

a
f(X)zx_b+c

Hyperbel

Exponentialfunktionen

f(X)=b-aX

3 -2 -1 0 1 2 3

Trigonometrische
Funktionen

f(X) =a- sin(b(x - C)) +d
f(X) =a- cos(b(x - C)) +d

f(X) =a- tan(b(x - C)) +d

Sinus-/Kosinusfunktion

2\ 11 1 v
% S
X » > 4

EVERHALTEN IM UNENDLICHEN — GRENZWERTE

“Wir untersuchen, wie sich die Funkfionswerte und damit der Graph fUr x = +o

und x = —oo verhdlt. Folgende Méglichkeiten werden unterschieden:

Konvergenz:

Kommen die Funktionswerte f(x) einer Funktion f fUr beliebig groB/klein
werdende x-Werte einer Zahl g beliebig nahe, so heit g Grenzwert von f fur
x - oo und man sagt: ,,Die Funktion konvergiert fir x - 4+ bzw. x » —

gegenlg

." Hiermit verbunden ist die Asymptote beiy = g, der sich der Graph

anndhert.

Schreibweise: xl_l)r+nm f(x) = g bzw. xl—l>I—noo fxy=8

Beispiele: 4

Divergenz:

Wenn die Funkfionswerte f(x) einer Funktion f fir x - 4+ bzw. x - —o0 beliebig

groB oder beliebig klein werden, dann divergiert f bestimmt.

[Kommenﬁen [BS2]: Bild




Schreibweise: lim f(X) = +oo0 bzw. lim f(X) =+ s
X—+00 X——00 1 1

Beispiele: Potenzfunktionen, ganzrationale Funktionen

Wenn die Funktion weder konvergiert noch bestimmt divergiert, dann
divergiert f unbestimmt. [

Beispiel: f(x) = sinx oder f(x) = cosx

6
Es ist auch méglich, dass fUr x - —o0 Konvergenz und 5
fUr x - +00 bestimmte Divergenz vorliegt oder 4
umgekehrt. 3

2

Beispiel: Exponentialfunktionen wie f(x) = 2%

SYMMETRIE ZUM KOORDINATENSYSTEM
' Achsensymmetrie:

Der Graph einer Funktion f ist achsensymmetrisch zur
y-Achse, wenn fUr alle x aus dem Definitionsbereich
gilt:

f(—x) = f(x)

Pialfcaly fa)

Punktsymmetrie:

Der Graph einer Funktion f ist punktsymmetrisch zum

Ursprung, wenn fUr alle x aus dem Definitionsbereich .
gilt: ’

f(—x) = —f(x)

@ -\ Pealfia)



STETIGKEIT

Die Funktion ist an der Stelle xo = 1 nicht stetig.

Eine (abschnittsweise definierte) Funktion f
heiBt stetig an einer Nachtstelle x,, wenn die !
Graphensticke von fin x, . N
aufeinandertreffen. 2

ist an der Stelle x = 1 stetig

Allgemein heiBt eine Funktion stetig, wenn ihr
Graph innerhalb ihres Definitionsbereichs )
keine Springe macht. e

- TRANSFORMATIONEN

Der Graph g einer Funktion gxy = a- f(bx+ o)) + d mita,b € R\{0}, c,d € R,
entsteht aus dem Graphen f einer Funktion f(x), D = Df max, durch...

1. Streckung mit dem Fok‘rorﬁ in x-Richtung
e FUr b <0 wird der Graph "

zus@tzlich an der y-Achse Y

gespiegelt. m
e Schnittpunkte mit der y-Achse b=05 =

sind Fixpunkte. % M
e Streckung mit einem Faktor |%|’ b 7|

der kleiner als 1 ist = Stauchung.

e > 0: Verschiebung in negative x-Richtung A b A s
(links)

e C <0: Verschiebung in positive x-Richtung
(rechts)

3. Streckung mit dem Faktor |a| in y-Richtung
e FUr a <0 wird der Graph zusatzlich an der x-
Achse gespiegelt.
e Nullstellen sind Fixpunkte
e Streckung mit einem Faktor, der kleiner als 1 ist
= Stauchung.




4. Verschieben um |d]| iny-Richtung
e d>0: Verschiebung in positive y-Richtung 1

o

e d<0: Verschiebung in negative y-Richtung /\
-1 /1 2 3
d=1 /:-0,5 \\

Bei der Kombination mehrerer solcher Transformationen ist es notwendig, die
angegebene Reihenfolge einzuhalten, da sich sonst andere
Funktionsgraphen ergeben.

GEBROCHEN-RATIONALE FUNKTIONEN

Eine gebrochen-rationale Funktion f ist eine Funktion der Form f(x) = %, wobei

p und g ganzrationale Funktionen sind (g mindestens vom Grad 1).
Die Nullstellen des Nenners g heiBen Definitionslicken von f.

Die Nullstellen des Z&hlers p, die keine Nullstellen des Nenners g sind, sind die
Nullstellen der Funktion f. Bei einer einfachen Nullstelle schneidet der Graph die
x-Achse (Vorzeichenwechsel), bei einer doppelten Nullstelle berGhrt er die x-
Achse, ohne sie zu schneiden.

Eine Polstelle von f ist eine Definitionslicke x, von f mit
)(ILI)I(IO f(x) = oo und )}LIE) f(x) = £oo.
X<Xg X>Xg
Der Graph von f hat dann eine senkrechte Asymptote mit der Gleichung
X = Xq.

Jede Nullstelle des Nenners einer einfachen gebrochen-rationalen Funktion ist
eine Polstelle der Funkfion.
Im vollstdndig gekUrzten Term von fist eine

¢ einfache Nullstelle des Nenners eine Polstelle mit Vorzeichenwechsel,

« doppelte Nullstelle des Nenners eine Polstelle ohne Vorzeichenwechsel.

WAAGERECHTE UND SCHRAGE ASYMPTOTEN

FUr eine gebrochen-rationale Funktion f mit Z&hlergrad zund Nennergrad n gibt
es folgende Mdaglichkeiten fUr das Verhalten im Unendlichen:

z<n Z=1n Z>n
lim f(x) =0 lim f(x) =a,a#0 lim f(x) = oo
X—+oo X—+o0 X—+o00
Der Graph hat die Ge- Der Graph hat keine
rade y = a als waage- waagerechte
rechte Asymptote. Asymptote.
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Istz=n+1hat der
Graph eine schrége
Asymptote.

Der Wert von a ist der
Quotient der Leitkoef-
fizienten von p(x) und

alx).

Der Graph hat die
x-Achse als waage-
rechte Asymptote.

Konvergenz Bestimmte Divergenz

Konvergenz

SCHNITTPUNKTE VON GRAPHEN

Zum Bestimmen der Koordinaten von Schnittpunkten der Graphen
gebrochen-rationaler Funktionen setzt man die Funktfionsterme wie immer
gleich. Nun fihrt man die entstehende Gleichung durch ,,Uberkreuz-
Multiplizieren" auf eine lineare oder quadratische Gleichung zurick, wenn
madglich. AnschlieBend setzt man die Lésungen in eine der
Funktionsgleichungen ein, um die y-Koordinaten zu berechnen.

BEDINGTE WAHRSCHEINLICHKEIT

P,(B) ist die bedingte Wahrscheinlichkeit, dass das Ereignis B eintritt unter der
Bedingung, dass das Ereignis A bereits eingetreten ist. Es gilt fUr P(A) > 0:

P(ANB
Py(B) = Gl

P, bzw.

P(ANB) =P(A) - P,(B)
Bei einem Baumdiagramm gibt es bedingte Wahrscheinlichkeiten an den
Asten der 2. Stufe.

Aus einer Vierfeldertafel erhdlt man bedingte Wahrscheinlichkeiten, indem
man einen Eintrag in einem inneren Feld durch einen zugehdrigen Einfrag in
einem duBeren Feld dividiert.

Beispiel: Py(B) = LIGL]

B B gesamt
A PAANB) | PANB)
A PANB) | PANB) P(A)
gesamt P(B) P(B) 1




AUF DIE BEDINGUNG KOMMT ES AN

Bei Pg(A) ist das Eintreten von B bereits bekannt und bei Py (B) ist das Ereignis A
bereits eingetreten.

Liegt ein Baumdiagramm vor, auf dessen erster Stufe das Ereignis A steht,
kann zwar die bedingte Wahrscheinlichkeit Py (B) direkt aus dem
Baumdiagramm abgelesen werden, nicht aber Pg(A).

Mithilfe der Formel fUr die bedingte Wahrscheinlichkeit kdnnen wir sie aber
leicht herleiten:
P(ANB)
P(B)
2. P(B) aus Baumdiagramm bestimmen: P(By = P(AN B) + P(AN B) und in
Formel einsetzen:

1. Formel fUr bedingte Wahrscheinlichkeit: Pg(A) =

o A ___ P@ANB)
5 T p@anB) + P@ANB)

UNABHANGIGKEIT

Zwei Ereignisse A und B mit P(A) > 0,P(B) > 0 heiBen stochastisch unabhéngig,
wenn gilt:

P,(B) = P(Byund Pg(A) = P(A).
Dies ist genau dann der Fall, wenn die Multiplikationsregel gilt:
P(ANnB)=PA)-P(B)

KORRELATION UND KAUSALITAT

Besteht zwischen zwei Ereignissen eine stochastische Abhdngigkeit, dann gibt
es zwischen den zugehdrigen Merkmalen einen Zusammenhang, den man in
der Statistik auch als Korrelation bezeichnet.

Eine Korrelation bedeutet aber nicht, dass sich die Merkmale im
Sachzusammenhang direkt beeinflussen. Das wdre eine Kausalitat.

Es ist auch moglich, dass beide Merkmale von einem oder mehreren weiteren
Merkmalen beeinflusst werden. Dies macht Interpretationen in
Sachzusammenhdngen schwierig.



DIFFERENTIALRECHNUNG

MITTLERE ANDERUNGSRATE — DIFFERENZENQUOTIENT

Der Differenzenquotient 2= gibt die mittlere

a
Anderungsrate der Funktion fim Intervall [ b] an. ’

f(by—f(a
b-

Sie entspricht anschaulich der Steigung m der Sekante
durch die Punkte A(alf(ay) und B(b|f(by). -

MOMENTANE ANDERUNGSRATE - DIFFERENZIALQUOTIENT — ABLEITUNG

Schiebt man den Punkt B beliebig nahe an Punkt A, erhdlt man die
momentane Anderungsrate im Punkt A. Es folgt eine Umbenennung.

Wenn sich der Wert des Differenzenquotienten EQ))(—)f(ﬂ fUr x - x, einem festen
—4&0

Wert anndhert, so heit dieser Wert Ableitung f'(x,). 4 v
Er gibt die lokale Anderungsrate der Funktion f an der 3
Stelle x, an.

. . . . 2 fxo)
Die Ableitung f'(x,) entspricht der Steigung der P
Tangente an den Graphen von fim Punkt P(x,|f(xo))- (ol A
Die Ableitung der Funktion f an der Stelle x, kannman 2 &% 1 2
mit dem Grenzwert (Limes) des Differenzenquotienten %o
berechnen:

£'(x0) = lim i)

X-Xg X~ Xo
oder

, ) f(x0 + h) — (%)
Foo=fm==——

Die Ableitungsfunktion ' zu einer Funktion f ordnet jeder Stelle x ihren
Ableitungswert f'(x) zu.

;ABLEITUNGSREGELN FUR GANZRATIONALE FUNKTIONEN
Potenzregel
Die Funktion f mit fxy=x"n€ENn>1, hat die Ableitung f’(X) =n-x"1,

Faktorregel
Die Funkfion f mit f(x) = k- g(x),k € R, hat die Ableitung f'(x) = k- g'(x).

Summenregel
FUr die Funktion f mit fx) = g(x) + k(x) gilt: f'(x) = g'(x) + kK'(x).
8



iTANGENTENGLEICHUNG UND STEIGUNGSWINKEL
| Die Tangente an den Graphen von fim PunktP(x,|f(xo)) hat die Steigung
m = f'(%g).
Den y-Achsenabschnitt t berechnet man durch Auflésen der Gleichung
f(x0) = f'(X0) " X0 + .
FUr den Steigungswinkel a des Graphen von f an der Stelle x, gilt:

tan(a) = f'(x).

ANWENDUNG DER DIFFERENTIALRECHNUNG (KURVENDISKUSSION)

 MONOTONIE

Die Funktion f heiBt streng monoton zunehmend bzw. abnehmend in einem
Intervall I der Definitionsmenge, wenn fir alle x;,x, € I mit x; < x, gilt:

f(x1) < f(x2) bzw. f(x1) > f(X2).

Monotoniekriterium: Wenn fUr alle x € I gilt:

f’(X) >0, (=0
dann ist f streng monoton zunehmend in I, I oo
f'(x) <0, stenq | strena
ireng monoton monzt:dﬂ “20"”0‘3" streng monoton
dann ist f streng monoton abnehmend in . e a0 | fo0c0 | thoao [Kommeniiert [BS3]:

Praxistipp: Vorzeichentabelle fir Monotonieverhalten anlegen.

- EXTREMSTELLEN UND EXTREMPUNKTE

'Die Funktion f hat an der Stelle X, eine Extremstelle, wenn f'(x) = 0 ist und f' bei
X, einen Vorzeichenwechsel hat oder wenn f'(x,) = 0 und f’(x,) # 0.

e lokales Maximum: VIW von + nach - oder f"(x0) <0
= Hochpunkt des Graphen bei H(x, [f(xo))
e lokales Minimum: VIWvon-nach+  oder f"(xg)>0
2 Tiefpunkt des Graphen bei T(Xolf(xo)D Kommentiert [BS4]:

H

= lokale
Maximalstelio



https://studyflix.de/mathematik/monotonieverhalten-4227
https://studyflix.de/mathematik/monotonieverhalten-4227
http://www.mathe-training-oberstufe.de/lokaleExtrempunkteV2/extrempunkte_beispiel1.html
http://www.mathe-training-oberstufe.de/lokaleExtrempunkteV2/extrempunkte_beispiel1.html
http://www.mathe-training-oberstufe.de/lokaleExtrempunkteV2/extrempunkte_beispiel1.html

2. ABLEITUNG - KRUMMUNG & WENDEPUNKTE

Bewegt man sich auf dem Graphen von fin positiver x-Richtung und beschreibt
dabei eine Links- bzw. Rechtskurve, so heiBt G¢ in diesem Bereich linksgekrimmt
bzw. rechtsgekrimmt.

Kriterien:

Ist £ (x0) > 0 fUr alle x € I, so ist f'(x) streng monoton zunehmend in | und der
Graph von f linksgekrimmt in |.

Ist £ (x0) < 0 fUr alle x € I, so ist f'(x) streng monofon abnehmend in | und der
Graph von f rechtsgekrimmt in I.

An einer Wendestelle wechselt der Graph von f die Kriummung.
Kriterien:

Die Funktion f hat an der Stelle x, € I eine Wendestelle,
wenn f”(x0) = 0 und f” bei x, einen VZIW hat oder
wenn " (x0) = 0 und """ (xg) # 0 gilt.

..\ Wendetangente

Der Punkt W(Xolf(%0)) ist dann ein Wendepunkt von G;.

Die Tangente an Gf im Wendepunkt heiBt Wendetangente. Sie durchsetzt den
Graphen im Wendepunkt.

Ein Wendepunkt mit waagrechter Tangente ist ein|Terrassenpunkd,

NEWTONVERFAHREN

Nicht bei allen Funktionen lassen sich die Nullstellen durch (einfache)
Rechenverfahren finden; das Newtonverfahren ist ein Naherungsverfahren for
die Bestimmung der Nullstellen einer Funktion.

Ist xn €in Naherungswert einer Nullstelle der Funktion f(x) und f*(xn) #0), dann

liefert x,.1 = x, — % i.A. einen besseren Naherungswert fir diese Nullstelle.
'(Xn

Kommentiert [BS5]:



https://mein-lernen.at/differentialrechnung/kurvendiskussion/kurvendiskussion-wendetangente/
https://mein-lernen.at/differentialrechnung/kurvendiskussion/kurvendiskussion-wendetangente/
https://mein-lernen.at/differentialrechnung/kurvendiskussion/kurvendiskussion-wendetangente/




